СИСТЕМИ РІВНЯНЬ

 Системи лінійних рівнянь з двома змінними

Якщо потрібно знайти спільні розв’язки (двох) рівнянь (із двома змінними), то кажуть, що ці рівняння утворюють систему рівнянь.
Система позначається знаком 
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Наприклад, системою двох лінійних рівнянь з двома змінними є 
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Розв’язком системи рівнянь з двома змінними називається впорядкована пара значень змінних, при яких кожне рівняння системи перетворюється на правильну числову рівність.

Приклади розв’язаних завдань

Приклад 1 Чи є пара чисел 
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 розв’язком системи 
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Розв’язання: 

Пара 
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 оскільки при 
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 – правильні числові рівності.

Відповідь: так.
 Розв’язування систем двох лінійних рівнянь з двома змінними графічним способом

Для розв’язання системи графічним способом будують графіки усіх рівнянь, які входять до системи. 

Координати точок перетину графіків і є розв’язком цієї системи. 

Графічний спосіб є зручним для знайдення числа розв’язків системи (тобто скільки точок перетину графіків, стільки й розв’язків має система), але незручний при обчисленні координат точок, оскільки є неточним (тобто значення координат можна отримати лише наближені). 

Визначення кількості розв’язків системи лінійних рівнянь виконують наступним чином:
Нехай дано систему 
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1) якщо 
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 то система має один розв’язок (графіки рівнянь перетинаються);

2) якщо 
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, то система не має розв’язків (графіки рівнянь не мають точок перетину (паралельні));

3) якщо 
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, то система має безліч розв’язків, тобто розв’язком системи є будь-який розв’язок кожного з рівнянь (графіки збігаються).

Приклади розв’язаних завдань

Приклад 1 Розв’язати задану систему рівнянь графічним способом 
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Розв’язання: 

Побудуємо графік кожного з рівнянь системи:

І 
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Знайдемо координати точки перетину графіків рівнянь – точки 
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 (рисунок 1).

Отже, 
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 – точка перетину графіків рівнянь, а отже, 
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 – шуканий розв’язок системи.

Відповідь: 
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Приклад 2 Скільки розв’язків має система рівнянь: 
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Розв’язання: 

Розглянемо коефіцієнти при змінних і перевіримо виконання умов для системи (11.1): 
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Якщо 
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 то система має один розв’язок.

Відповідь: один розв’язок.

 Розв’язування систем двох лінійних рівнянь з двома змінними способом підстановки

Алгоритм розв’язування системи лінійних рівнянь із двома змінними способом підстановки:

1) Виразити з будь-якого з рівнянь системи одну змінну через іншу.

2) Підставити в інше рівняння системи замість цієї змінної отриманий вираз.

3) Розв’язати одержане рівняння з одним невідомим.

4) Знайти відповідне значення іншої змінної.

Приклади розв’язаних завдань

Приклад 1 Розв’язати способом підстановки систему 
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Розв’язання:

З першого рівняння виражаємо 
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 через 
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Підставляємо в друге рівняння системи замість 
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Розв’язуємо друге рівняння системи: 
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Знаходимо з першого рівняння системи:
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Повертаючись до системи, маємо:
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Відповідь: 
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Приклад 2 Розв’язати способом підстановки систему 
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Розв’язання: 
Розглянемо систему 
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Оскільки жоден із коефіцієнтів змінних не дорівнює 
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 пропорційні (кратні), то будемо виражати 
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Оскільки 
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Знайдемо відповідне значення другої змінної і запишемо відповідь:
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Відповідь: 
[image: image65.wmf](
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 Розв’язування систем двох лінійних рівнянь з двома змінними способом додавання

Алгоритм розв’язання систем лінійних рівнянь з двома змінними способом додавання:

1) Помножити обидві частини рівнянь (рівняння) системи на такі числа, щоб коефіцієнти при одній зі змінних стали протилежними числами.

2) Додати почленно ліві й праві частини рівнянь.

3) Розв’язати отримане рівняння з однією змінною.

4) Знайти відповідне значення іншої змінної.

Приклади розв’язаних завдань

Приклад 1 Розв’язати систему рівнянь способом додавання: 
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Розв’язання:
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Помножимо обидві частини 1-го рівняння на 
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Маємо систему: 
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Виконаємо почленне додавання рівнянь системи:
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Знайдемо значення змінної 
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Повертаючись до системи, маємо:
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Відповідь:
[image: image79.wmf](
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 Розв’язування систем рівнянь другого степеня з двома змінними

Рівняння, які входять до системи, обидва можуть бути рівняннями другого степеня або одне з них може бути першого степеня, а друге – другого степеня.

Приклади розв’язаних завдань

Приклад 1 Розв’язати систему рівнянь: 
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Розв’язання:

Розв’яжемо систему методом підстановки. З першого рівняння системи виразимо 
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З другого рівняння системи знайдемо 
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Отже, дана система має два розв’язки: 
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 або 
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Відповідь. 
[image: image94.wmf](

)

4

;

3

; 
[image: image95.wmf](

)

3

;

4

.

 Розв’язування систем методом введення нових змінних

Якщо в обох рівняннях системи є однакові вирази, їх можна замінити іншими невідомими, a всі інші вирази подати через них. Після знаходження значень нових змінних необхідно повернутися до замін і знайти значення змінних, зaдaних у системі рівнянь.

Якщо, наприклад, одне рівняння системи зaдaє значення суми змінних, a друге – значення добутку змінних, можна скористатися наслідками з теореми Вієтa. За ними необхідно скласти відповідне квадратне рівняння, знайти з нього значення однієї змінної, a потім  і значення другої змінної.

Приклади розв’язаних завдань

Приклад 1 Розв’язати систему рівнянь: 
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Розв’язання:

У першому рівнянні системи 
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 зробити заміну
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Одержуємо рівняння
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[image: image103.wmf]2

1

=

t

;


[image: image104.wmf]2

1

2

=

t

.

Повернемось до заміни: 
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Враховуючи друге рівняння початкової системи, отримаємо сукупність двох систем: 
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Відповідь: 
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        Розв’язування задач за допомогою систем рівнянь

Схема розв’язання задач за допомогою системи рівнянь:

1) Позначити деякі дві невідомі величини буквами.

2) Використовуючи умову задачі, скласти два рівняння.

3) Записати систему цих рівнянь та розв’язати її.

4) Розтлумачити знайдені розв’язки системи відповідно до умови задачі (дати відповіді на поставлені в умові задачі питання).

Приклади розв’язаних завдань

Задача 1 Сума двох чисел дорівнює 13, а їх різниця дорівнює 2. Знайти ці числа.

Розв’язання:

Нехай перше число дорівнює 
[image: image110.wmf]x

, а друге число
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Так як сума цих чисел 
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 дорівнює 13, то маємо перше рівняння: 
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Так як різниця цих чисел 
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 дорівнює 2, то маємо друге рівняння: 
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Складаємо систему рівнянь: 
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Розв’язуємо систему методом додавання:
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Повертаючись до системи, маємо:
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Отже, перше число дорівнює 7,5, а друге число – 5,5.

Відповідь: 7,5; 5,5.

Завдання для самостійного розв’язання

Приклад 4 Скільки розв’язків має система рівнянь:

а) 
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б) 
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Приклад 5 Розв’язати систему рівнянь способом підстановки:

а) 
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б) 
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г) 
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д) 
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Приклад 6 Розв’язати систему рівнянь способом додавання:

а) 
[image: image131.wmf]î

í

ì

=

+

=

-

;

7

,

1

у

х

у

х


б) 
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в) 
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д) 
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Приклад 7 Знайти розв’язки систем рівнянь найзручнішим способом:
а) 
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б) 
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в) 
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Приклад 8 Розв’язати системи рівнянь:

а) 
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Приклад 9 Розв’язати системи рівнянь:

а) 
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б) 
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Задача 10 Сума двох чисел дорівнює 104. Одне з них на 11 більше від другого. Знайти ці числа. 

Задача 11 Половина третього числа дорівнює третині другого, а третина першого числа на 5 менша від четвертини другого. Знайти ці числа.

Задача 12 Периметр прямокутника 30 м, а його довжина більша за ширину на 1 м. Знайти довжини сторін прямокутника.

Задача 13 Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює 117 м. Бічна сторона на 13,2 м більша за основу. Знайти сторони трикутника.

Задача 14 Бічна сторона рівнобедреного трикутника на 11 см менша від основи. Знайти основу трикутника, якщо периметр дорівнює 68 см.

Задача 15 У фермерське господарство було направлено 187 тракторів та комбайнів (разом), причому комбайнів на 23 менше, ніж тракторів. Скільки тракторів та скільки комбайнів було направлено у господарство?

Задача 16 За 7 кг апельсинів і 4 кг лимонів заплатили 26 грн. Скільки коштує 1 кг апельсинів і скільки 1 кг лимонів, якщо 5 кг апельсинів дорожчі за 2 кг лимонів на 4 грн?

Задача  17 За три пари лиж та чотири пари ковзанів заплатили 470 грн. Скільки коштує одна пара лиж та одна пара ковзанів, якщо дві пари ковзанів до​рожчі за одну пару лиж на 10 грн?

Задача 18 У двох кошиках було 49 яблук. Після того як із першого кошика взяли 8 яблук, а в другий поклали 14 яблук, у другому стало в 1,5 рази більше яблук, ніж у першому. Скільки яблук було в кожному кошику спочатку?

Задача 19 Треба розкласти 163 кульки у два ящики так, щоб в одному з них кульок стало в 2 рази більше, ніж в іншому. Скільки кульок треба покласти в кожний ящик?

Задача 20 На двох полицях 60 книжок. Якщо четверту частину книжок з першої полиці переставити на другу, то на другій полиці книг стане утричі більше, ніж на першій. Скільки книг на другій полиці?

Задача 21 На двох складах було 102 т цукру. Коли з першого складу забрали 15 % цукру, то на ньому все ж залишилося на 9 т цукру більше, ніж на другому. Скільки цукру було на кожному складі спочатку?

Задача 22 У двох ящиках лежали яблука. Якщо з одного ящика перекласти в інший 45 яблук, то в обох ящиках яблук стане порівну. Якщо з другого ящика перекласти в перший 20 яблук, то в першому стане в 3 рази більше яблук, ніж у другому. Скільки яблук було в кожному ящику? 

Задача 23 Перший автомобіль долає шлях між двома містами за 2 год, а другий — за 2,5 год. Знайти швидкість кожного автомобіля, якщо за 1,5 год пер​ший з них проїжджає на 30 км більше, ніж другий.

Задача 24 З пункту А до пункту В, відстань між якими 41 км, вийшов турист. Через 1 год назустріч йому з пункту В вийшов інший турист. Через дві години після виходу другого туриста відстань між ними була 18 км, а ще через 2 год вони зустрілися. Знайти швидкість туристів.

Задача 25 Теплохід проходить за 2 год за течією річки й за 3 год проти течії 222 км. За 3 год за течією він проходить на 60 км більше, ніж за 2 год проти течії. Знайти швидкість теплохода в стоячій воді та швидкість течії річки.

Задача 26 Два туристи вирушили одночасно з двох міст, відстань між якими 38 км, і зустрілись через 4 год. З якою швидкістю рухався кожний турист, якщо відомо, що перший до зустрічі подолав на 2 км більше за другого?

Задача 27 За 3 год за течією і 4 год проти течії теплохід долає 380 км. За 1 год за течією та 30 хв проти течії теплохід долає 85 км. Відшукайте власну швидкість теплохода та швидкість течії.
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